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1 Spektren von Funktionen

Einer Funktion o(¢) wird iiber das Fouriertransformationspaar

V(jw) = j o(t) e @t dt (1a)
o(t) = % I V(jw) e/ dw (1b)

—00

eine Funktion V (jw) zugeordnet, die man das Spektrum der Funktion v(t) nennt. Man erkennt,
dass v(t) durch diese Transformation dargestellt wird als Uberlagerung von (unendlich vielen)
komplexen Schwingungen der Form e/®?. Sie haben die infinitesimalen komplexen Amplituden
V(jw) dw, weshalb man V (jw) auch als spektrale Amplitudendichte oder kurz Spektraldichte be-
zeichnet. Damit das Fouriertransformationsintegral (1a) existiert, muss 0(¢) absolut integrabel
sein und darf in einem beschrankten Intervall auch nur eine endliche Bogenlidnge haben. Die
meisten praktisch relevanten Funktionen erfiillen diese Voraussetzung. Die Zuordnung von
Funktion und Fourierspektrum wird in der Schreibweise

v(t) o= V(jo)
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mit dem Korrespondenzsymbol dargestellt. Von der Definition (1) der Fouriertransformation
lassen sich unter anderem folgende Eigenschaften ableiten:

Z a,0,(t) o—e Z a,V,(jw) Linearitat (2a)
o(t — ty) o—e e 0 . V(jw) Verschiebung (2b)
eIt () o V(j(a) - a)o)) Modulation (2¢)
1 o
o(at) o —V (jﬁ) Ahnlichkeit (2d)
lal* \a
V(jt) o—e 21 - v(—w) Symmetrie (2e)
dHo(t
dUtEl ) o—e (jo)* - V(jw) Differenziation von o(t) (2f)
1V (i
(=" - o(t) o—e dd(jg)al)l) Differenziation von V (jw) (2g)
v1(1) * 02(1) oo Vi(jo) - Va(jo) Faltung (2h)
1
01(1) - va(t) o—e 2—Vl(jw) * Vo (jw) Multiplikation (21)
T

Zerlegt man v(t) und V (jw) in ihre Real- und Imaginirteile und diese wiederum in ihre geraden
und ungeraden Anteile, dann gelten folgende Korrespondenzen:

oMy o+ oPw o+ ) o+ P

|

Viw) = V(o) + VG + VG0 + W ().

o(t)

Dabei bezeichnen die tiefgestellten Indizes »g« und »u« den geraden und den ungeraden Anteil
und die hochgestellten Indizes »(R)« und »(I)« den Real- und den Imaginérteil. Aus diesen
Korrespondenzen folgt insbesondere, dass

v(—t) o—e V(—jw) und 0*(t) o—e V*(—jw)

und dass die Fouriertransformierte einer rein rellen Funktion v(t) konjugiert gerade ist.
Mit Hilfe dieser Eigenschaften lassen sich von bereits bekannten Transformationspaaren



weitere Korrespondenzen ableiten. Einige niitzliche Korrespondenzen fiir diesen Zweck sind:

8o (t) oo 1 (3a)
60(t - to) o—e e_jwto (3b)
1 o 21 - §p(w) (3¢)
eI o0 271 - 8y (w — wp) (3d)
cos(wqt) o—e 7T - (80(0) —wg) + 8p(w + a)o)) (3e)
sin(wgt) o—e —j - (80(50 —wg) — Op(w + a)o)) (3f)
8-1(1) oo md0(®) + — (3¢)
jo

Dabei sind §y(t) die Dirac-Delta-Distribution (Impulsfunktion) und 6_; () die Heaviside-Funk-
tion (Sprungfunktion). Aus deren Spektren lésst sich eine Vielzahl weiterer Korrespondenzen
mit Hilfe der Eigenschaften (2) und den Zerlegungen

elX 4 e

cosX = —— — (4a)
el —e7ix

sinx = 2 (4b)

ableiten. Beispielsweise lasst sich der Rechteckimpuls in der Form

1 fir-1/2<t<1/2

rect(t) =0_1(t+1/2) —=6_1(t —1/2) = {
0 sonst

darstellen als Uberlagerung zweier verschobener Sprungfunktionen. Daraus folgt auf einfache

Weise das Spektrum eines um ¢ = 0 zentrierten Rechteckimpulses der Dauer T sowie umgekehrt

die zu einem konstanten Tiefpassspektrum mit Grenzfrequenz w, gehérende Impulsform im

Zeitbereich:

t in(wT/2
rect (L) o 7. ST/ (6a)
wT/2
in(wgt/2
G rect(g) | (6h)
2 wgt /2 g
Diese Zusammenhénge sind in Abb. 1 grafisch und in normierter Form dargestellt.
2 Spektren von Folgen
Das Spektrum einer Folge v[k] ist definiert durch
. +00 .
Ve = olkl eI =7 {olk]) (72)
k=—c0
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Abb. 1: Fouriertransformationspaare von Rechteckfunktionen
und die Folgenglieder erhilt man durch die Rucktransformation
+7
1 . . _ .
o[kl = - J V(el?) - e do = 7V (eI}, (7b)
b
-7

Das Spektrum V(ei) einer zeitdiskreten Funktion (einer Folge) ist offensichtlich periodisch
in 2 mit der Periode 27.

Darstellung abgetasteter Funktionen

Durch Abtastung einer kontinuierlichen Funktion v, (¢) mit dem Abtastintervall T an den Zeit-
punkten ¢ = kT, k € Z, entsteht die Folge v[k] = vy(kT) der Abtastwerte. Bei Abtastung einer
periodischen Funktion e*? bzw. sin(wt) ergeben sich mit der normierten Frequenz Q = T die
Darstellungen 3% bzw. sin(Qk) fiir die entsprechenden Abtastfolgen. Der Wert der normier-
ten Frequenz Q stellt also das Winkelinkrement zwischen zwei aufeinanderfolgenden Abtast-
werten v[k] und v[k + 1] dar. Die Abtastung einer periodischen Funktion ist eindeutig, solange
das Winkelinkrement Q2 ein Intervall der Breite 2;t nicht verlasst. Falls Q negative Werte an-
nehmen kann, ist also - < Q < n zu fordern. Wenn sichergestellt ist, dass 2 positiv ist, so
muss fiir die Eindeutigkeit 0 < Q < 2n gewéahrleistet sein.

Durch eine problemangepasste Darstellung der normierten Frequenz Q lassen sich die Ei-
genschaften von numerisch erzeugten Testfolgen gezielt steuern. Eine harmonische Folge hat
die Darstellung

o[k] = A - cos(Qk + ¢) 3)



mit der Amplitude A und der Nullphase ¢. Durch die Substitution T = 1/fa mit der Abtastfre-
quenz f erhalt man Q = 2nf/fa und somit die Darstellung

v[k] =A- cos

anék + (p), 9)

sodass die Signalfrequenz f direkt in Bruchteilen f/fa der Abtastfrequenz angegeben werden
kann. Mit der Gesamtlange M des Abtastfensters und der gewiinschten Anzahl K der Perioden
innerhalb des Abtastfensters gilt Q = 2K /M und die Signalfolge kann auch geschrieben wer-
den als

v[k] = A - cos

K
2n—k , 10
T[M + (p) (10)

sodass auf diese Weise eine Signalfolge unter Vorgabe der Anzahl K der Perioden erzeugt wer-
den kann.

Spektren abgetasteter Funktionen

Betrachtet man
+0o0
Vitio) = 7o)} = [ oty a

und

V(el?) = ﬁ{v[k]} = i o[k] - ek Q=wT

k=—o00

so erhilt man den Ausdruck fiir V(e*?) durch numerische Auswertung des Fourierintegrals
mit Hilfe der Rechteckregel (bis auf den Faktor T). Weil V (e*?) eine periodische Funktion ist,
kann die niherungsweise Ubereinstimmung aber nur fiir eine Periode |w| < m/T gelten. Es
stellt sich heraus, dass

+00

V() =2 > W[+ 2m)/T] (11)

'u:—OO

bis auf den moéglichen Unterschied einer Nullfunktion gilt. Das Spektrum der Folge v[k] ist also
eine Uberlagerung verschobener Spektren der Funktion v (t) [16]. Gilt nun fiir das Spektrum
Vo(jw) der Funktion v (t)

Vo(jw) =0 fur lo] > wg (12)



und ist zusétzlich T < 7n/w, erfiillt, dann ergibt sich

+n/T

+00

v(t) = F 1{Vo(Jw)}—— I > vg(kT)el k1) dgy

-n/T k=-co

sinnt(t/T — k)
= S ey AT D) o

k=—o00

Die Funktion vy(t) lasst sich also in diesem Fall exakt aus ihren Abtastwerten vy(kT) rekon-
struieren durch Interpolation mit der Funktion

sin(mt/T)

go(t) = 2T

(14)

welche an die Positionen der Abtastzeitpunkte verschoben und mit dem dort jeweils vorliegen-
dem Abtastwert gewichtet wird [14].

3 Fourierreihen
Die Koeffizienten der komplexen Fourierreihe einer periodischen Funktion mit der Eigenschaft
v(t) =o(t + 1) sind
to+7

1 4
cy=-— ‘[ o(t) e Vol dt (15)
T

to

mit wy = 27t/7. Mit ihnen gilt

+00
g(t) = > eyelvt (16)
y=—00
wobei die Ubereinstimmung zwischen Fourier-Reihendarstellung und Originalfunktion durch
to+7T
[1o0) - g0Par o 17
t

gegeben ist. Fir rein reelle Zeitfunktionen v(t) folgt zunachst c_, = ¢} und daraus mit ¢, =
e, |eier

g(t) =co+2 Z|Cv| cos(vwot + @) . (18)

v=1

Die komplexe Fourierreihe (16) lasst sich in diesem Fall auch durch reelle Sinus- und Kosinus-
reihen in der Form

+00 © 0
i ap .
g(t) = E c eVt = o + El a, cos(vawot) + El b, sin(vawot) (19)
y=—00 V= V=



schreiben. Dabei gilt
ao firv=0
2¢y =1%a,—jb, firv>0
a_,+jb_, firv<o
also umgekehrt
apg =2cy
a, =Re{c_, +¢,}
b, =Im{c_, —c,}.
4 Diskrete Fouriertransformation

Fiir eine in k periodische Folge 9[k] mit der Periode M gilt

M-1

ZNJ[k] — Z 5Vejvk2n/M
v=0
wenn
1 M-1
G, = — 5[k]e—jvk2n/M
M
k=0

(20)

(21a)
(21b)

(21¢)

(23)

gewihlt wird. Auf diese Weise existiert eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen M
Werten v[k] und M Werten ¢,. Es besteht ein Zusammenhang zwischen der Fourierreihe pe-
riodischer Folgen und den Fourierkoeffizienten periodischer Funktionen, der sich erschliefit,
wenn man annimmt, dass die hier betrachtete periodische Folge [k] durch Abtastung einer
periodischen Funktion vy(¢) in den Zeitpunkten t = k7/M entstanden ist. Durch den Vergleich

von
+o00
vo(t) = Z c, eVt
y=—00
mit
+00
olk] = vo(t =kt/M) = Z CveJVkZTE/M
y=—00
folgt
+00
¢ = Z CotrM =Cyiam 3 AVELZL.
r=—oo

(24)



Die Werte ¢, stimmen mit den ¢, iiberein, wenn
¢, =0 Vv > n (25)
gilt. Wahlt man M > 2n + 1, so ist

. cy fur v =0(1)[M/2]
Cy = ] (26)
cy-pm furv=([M/2]+1D)(1DH(M-1).

Dabei ist [M/2] die groite ganze Zahl < M/2.

Definition der Diskreten Fouriertransformation

Die diskrete Fouriertransformation (DFT) wird durch die umkehrbar eindeutigen Zuordnungen

M-1

Vgl =DFT{o[k]} = > o[kl-wn"™*, p=01..,M-1 (272)
k=
1M—Ol

o[k] =DFT{V[u]} = — Vg -wn ™, k=01,...,M-1 (27b)
p=0

mit wy; = e ¥"/M als eigenstindige Operation definiert. Der Bezug zur Fourierreihe periodi-
scher Folgen wird klar, wenn man sich v[k] als eine Periode der periodischen Folge 9[k] vor-
stellt.

Weil v[k] eine Folge ist, ist ihre Fouriertransformierte \7[;1] periodisch und es ist V[u] =

V{p] - Ry[p] mit dem Rechteckfenster

1 furk=0,1,.... M—-1
Rulkl={ (28)
0 sonst.

Die Periodizitit von 0[k] ist ihrerseits eine Folge der Diskretisierung des Spektrums in Form
der Folge V[p] und es ist ebenso v[k] = o[k] - Ry [k].
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